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Introduction aux séries temporelles
TD3 - Processus ARMA

Exercice 1 1. Résoudre I'équation ARMA suivante :
10
X =3Xs 1+ 72 — th,l 4+ Zi_o teZz,
oll Z est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance 2. Préciser la moyenne et la fonction
d’auto-covariance de la solution.

2. Mémes questions pour
1
X =Xi1 — ZXt72 + Zi 4+ Zy 4 teZ.

Exercice 2 (ARMA(1,1)) On considére I’équation
Xt —0Xp1 =2t +0Zs1,
ott (Z;) est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o2 et ¢ et 6 sont des réels.

1. Si ¢ # 41, montrer qu’il existe une unique solution stationnaire ; la calculer, donner sa
moyenne et sa fonction d’auto-covariance.
2. Si ¢ =1 et X est solution, montrer que, pour tout ¢t > 1,

t—1
X, :X0+GZO+(1+9)ZZS+Zt.
s=1

En déduire que, si 8 # —1, il n’y a pas de solution stationnaire.
3. Montrer de méme qu’il n’y a pas de solution stationnaire si ¢ = —1 et 6 # 1.

4. On suppose maintenant que ¢ = 1 et § = —1. Montrer que les solutions de ’équation sont les
processus de la forme X; = Z; 4+ &, ou £ est une variable aléatoire. Montrer qu’un tel processus
est stationnaire si on suppose que £ est de carré intégrable et décorrélée de Z.

5. Trouver de méme les solutions stationnaires lorsque ¢ = —1 et § = 1.

Exercice 3 (MA(1)) Soit (Z;) un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o2, § un réel et X
le processus donné par X; = Z; + 0Z; 1 pour t € Z. Montrer que X est un processus stationnaire
de fonction d’auto-covariance donné par

a sih=0
vx(h)=<¢ b sih==1
0 sinon

ou a et b sont des réels que l'on déterminera, avec |b| < a/2.

On veut montrer maintenant que, si X est un processus stationnaire ayant une fonction d’auto-
covariance de cette forme, alors il existe un bruit blanc Z et un réel 0 tels que X; = Z; +0Z; 1 pour
tout t € Z.



1.

2.

3.

On suppose ici que |b] < a/2. Montrer qu’on peut résoudre le probléme en choisissant |6] < 1
et Z un filtrage causal de X. Quel est le probléme si |b] = a/2 ?

On suppose maintenant que b = —a/2. On pose Y,, = Y, _; X}, pour tout n > 1.

(a) Montrer que Var(Y,) = a et Cov(Y,,,Y,,) = a/2 pour tout entiers distincts n et m.
(b) En déduire que (1/n) >, _, Y converge dans L? vers une variable aléatoire U.

(¢) Montrer que les variables aléatoires Y,, — U sont décorrélées et conclure.

Résoudre de méme le probléeme lorsque b = a/2.

Exercice 4 Soient Z et W des bruits blancs standards décorrélés et soient ¢,¢ € [0,1[. On
s’intéresse aux solutions stationnaires de X et Y de

5.
6.

Yi=¢Ye 1 + Xo + W,
Xe=vXi 1+ 72y

. Montrer que la seconde équation définit une unique solution stationnaire X, qu’on explicitera

et dont on calculera la moyenne et la fonction d’auto-covariance.
Montrer que X + W est stationnaire ; calculer sa moyenne et sa fonction d’auto-covariance.
En déduire que la premiere équation définit un unique processus stationnaire Y.

Pour tout ¢t € Z, on pose V; = Y; — (¢ +¢)Y;_1 + ¢9Y;_». En utilisant I'exercice 3, montrer
qu’il existe un réel # et un bruit blanc H tels que V; = H; + 0H;_, pour tout t € Z.

En déduire que Y satisfait une certaine équation ARMA conduite par le bruit blanc H.

Résoudre cette équation ARMA (on pourra distinguer les cas ¢ = 1 et ¢ # ).

Exercice 5 (Perte d’unicité de la solution d’ARMA) Soit P un polynéme & coefficients réels
possédant une racine de module 1.

1.

On note B 'opérateur de retard. Montrer qu’il existe un processus harmonique Y solution de
P(B)Y =0 (i.e., il existe # € R, U et V des variables aléatoires centrées, de variance 1 et
décorrélées, telles que Y = U cos(0t) + V sin(6t) vérifie P(B)Y = 0).

. Soit @ un polynéme dont les racines de modules 1 compensent celles de P (au sens ot si on

écrit Q/P = @Q1/P; avec P, et Q1 premiers entre eux, alors P; n’a pas de valeur propre de
module 1). Montrer que I"équation ARMA P(B)X = Q(B)Z possede une solution stationnaire
qui n’est pas un filtrage de Z.



